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1L, Theory Recap

k(e;ns{'er Unshliessende kl"efs

Problem: Cegeben eine endlidhe Punlclzhu-ge PcIR®,
Bectimme pleh Hel'nsl'cn knis, de~ P umsolqll'e,s.sl.

Fiir einen Kreis C, bezeichnen wir mit

C*® die geschlossene von C berandete Kreisscheibe.

Wir sagen C umschliesst P, falls P C C*®. Punkte in P diirfen also
auf C liegen.

Lemma
(:”fillfnz Fiir jede endliche Punktemenge P C R? gibt es einen eindeutigen
hi

3&,,-,; kleinsten umschliessenden Kreis C(P).

Beweis (nur fiir Eindeutigkeit). Angenommen, P hat zwei
verschiedene kleinste umschliessende Kreise C; und G, beide mit
Radius r und Mittelpunkten z; und z, z; # z». haben. Es gilt

Sei C der Kreis mit Mittelpunkt z = 1(z1 + z,) (Mittelpunkt des
Liniensegments zwischen z; und z;). Sein Radius 7 sei der Abstand
von z zu den beiden Schnittpunkten von C; und C,. Dann gilt

2
PCGNGCCundr= \/r?‘ (|2122|)

2

(|z1z2| Abstand von z; zu z;).

H

Da 7 < r, sind C; und G nicht kleinste umschl. Kreise.

Gg C‘Z
C1 1




Lemma
Fiir jede Punktemenge P C R?, |P| > 3, gibt es eine Teilmenge
Q C P, sodass |Q| =3 und C(Q) = C(P). (Q Zertifikat fiir C(P).)

Bemj: a_usgvlasse-; siehe Sb;p“.

Eih le,e. A( aorv'“«he.n - Ad’ev‘h\im‘s'ﬂ‘d«

CompleteEnumeration(P)

1. for all Q € (g) do O(nj) Vu'dc Telmeayen
2: bestimme C(Q)

3: if PC C*(Q) then O(p,J [ den Test

4; return C(Q)

Wir durchlaufen (g) Mengen Q, berechnen C(Q) in O(1) Zeit, und
priifen P C C*(Q) in O(n) Zeit. Dies ergibt eine Laufzeit O(n*).

CompleteEnumerationSmart(P)
1. r< 0
2: for all Q € (5) do bestimme C(Q) ———=& Laufzeit O(n3).
3 if radius(C(Q)) > r then 0(1)
4: C* — C(Q); r + radius(C(Q)) 0(4)
D

- return C*

J/W'\ VermLLeh Wl‘l" Q_I'Mh l"anclbrhisieri"ev\ Alaorl','llh«-us.

Randomised PrimitiveVersion(P)

1: repeat forever

D wahle Q@ C P mit |Q| = 3 zufallig und gleichverteilt
3: bestimme C(Q)

4 if PC C*(Q) then — ¢(},)

5 return C(Q)




Wir treffen auf das richtige Q mit Wahrscheinlichkeit > 1/(%).
Erwartete Anzahl der Versuche bis zum Erfolg ist < (3), gibt
erwartete Laufzeit O(n*).
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Randomised CleverVersion(P)

1. PP+ P

2: repeat

3: wihle Q C P mit||Q\ = 11Izuf'ei||ig und gleichverteilt

4 bestimme C(Q)

5 if P C C*(Q) then return C(Q)

6: else verdopple alle Punkte von P’ ausserhalb von C(Q)
i

forever
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Lemma
Seir,Ne€N, r <N und P C R? eine Multimenge, |P'| = N.

Fiir R zufallig gleichverteilt aus (Ii’) gilt

E( P\C(R)|) <

Punkte in P’ ausserhalb von C(R)

Bewe.is:

Wi Ae,pim‘era. p&r den Beweis 2 Wil psﬂuulzho..o. )
\)vo\aei PcP‘ und Q,QQ-P':

| {1 falls C(Q\{p}) # C(Q)
esen Pl = {O sonst. aad z e)S(P,Q) < 3
peR
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out(p,R) =1 = essential(p,RU{p}) = 1.
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Satz 3.29. Algorithmus RANDOMIZED CLEVERVERSION berechnet den
kleinsten umschliessenden Kreis von P in erwarteter Zeit O(nlogn).

Bewers:

Wir A&eim'u‘en polsemle Zufallsvarial,lm‘

=S T die Ah}al\\ ke-akionern des Aljoriumm.
] 32: Xk 0{"2 Anzc.LL Pu«Ue nad« k l'l‘e.l’ﬁh'onen.

—-31X°::.:

2 E’ . { Satz 2.32. Sei X eine Zufallsvariable. Fiir paarweise disjunkte Ereig-
Ur Crinnerung nisse Ay, ..., A, mit A; U---UA, = Q und Pr[A;],...,PrlA,] > 0

gilt
] =) EXIA] Pr(A.
i=1
Fir paarweise disjunkte Ereignisse A, A;,... mit [J72, Ax = Q und
Pr[A4], Pr[A;],... > 0 gilt analog

E[X] = i E[X]A{] - Pr[Ai].

— i=1

— [E[X)= ¢ Z:Efx\”“ ]-Pe X, =+]

|h der  k-ten thdc, Wenn |P| } (J(.M:TL)
wird R zulf:\ulj g(e chrl-uU’ Von (P) sezosen.

Es wedin |[P'\C'(R)] Punkle verdoppell. Wean X, =+
gegeben ist, Jolgt X, = [P'\C(R)| + 1,

= [E[X IX..=+]= E]|P\c®)[] + +

< E :2 t 1 (Per Sampling Lemma
mib |P'l=+ (=4)

P



DB\ P) mamml 3 kr‘ll'nsd-c Pvar; Lal— Wear
eie- der Punkle  mindesfens ——-ﬂat ausserhalb v C(Q)
Wwenn ﬂler A(&orl,"tb‘lus hach 'c Eunde.h hodh hclal' erminiet
Wurﬂle.

Sbl‘ul' 5!“’ €S 1on mindeslens von einen. Punkl hach L Runde.

% Kopien.
— ERI-ERAT20 R0 Ei e ]

>2 ks >

2 Z%Prﬁ;k]* O

lAn{‘Ef‘(,—- chMhL(
- | Ex]= 2% ppsy o



2% p.[r=1] < FIx)< (1 7-‘3::)

L le’a.Pk[':‘-?__k]é_ (

P [T=k] < (

3
1% 1or

I

k
h

rea ) P

3

y2!

)".h

lMAn lrmloeh Mr €ine AIGSGLE‘"EMH& “ﬂw Pr‘[T? k] o
Alala'i\hsialcm'l' wn p (Gréssc_ der ‘Mehgt die vir zichen).

\,J.}- Wuth hin, dlas wsere A'aali(l-zw\g ﬁw Pr[T>|<]
M ; zuncLhwleh k  Keine- wid .

Also sy P(I\r r po‘f)ehﬂld 3(“(»

'(2%)/‘_/l
o(k+4)=c72T’1)
—1

2
1+ a2 |
2!

3 — [
r+A1 <J’é7 1

3

r < r¥

2*-1

3 *451D.S§<,~
2*1

kleinstes r, dass  diege Bedin gun artﬁm; stk _r=mM |,

DOL Pr [T?"(] e;nt W‘k&]f IISL, '(é')hneh war Sie

Wie pols‘- abschataen:



Ml'" qu den. komnen Wir Nn E[T] aLSLLblhm.
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Satz 2.30. Sei X eine Zufallsvariable mit Wyx C N,. Dann gilt

E[X] = Z Pr[X > il.
=

St by logype ()
E[T)= = Rl

k=1
kb o7 k
£ 2 1+ 2 099S"n
k=1 k=kot1
L=L0+L‘ -~ k' k
= ko opomtont,

£A1

oo \
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= |, + 0(1) & 20 (i + Ol1)

Da jede Werabion in Ol) lanlt, isk die erwartere
Laul_zo'l- olieses Las l/cg,c.s Algom‘“mus O(n-lnh),
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Lange, P£ao(e

LONG-PATH Problem. Gegeben (G, B), G ein Graph und
B € Ny, stelle fest ob es einen Pfad der Lange B in G gibt.

Ein Pfad der Lange /¢ in einem Graph G = (V/, E) ist eine Folge
von paarweise verschiedenen Knoten

(o, Vi,...,vp), mit {v,_1,v;} € E fir i=1,...L.

Es liegen ¢ + 1 Knoten auf einem Pfad der Lange /.

Dieses Probler ist  rellabiv schiver .

Generelle Versin vor  Hamilbonplaoprolen,

(Vie kemen (nodr) keines Polynomialzeit - Algorithras )
In den meiskn Fillen ist B relabiv karz (B=0(logn)).

Fin diesen Fall prasenticeen wir eine Lésung.

Wﬂt‘ai‘l‘or\ und EiEhSoLﬁEI'Q.h
_[“] = f’f,.....,n}
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Zuw‘— en and eves Prou.eh"

Bunke Plode
k € N. Graph G = (V, E) mit Farbung v: V — [k] (nicht

notwendigerweise giiltige Farbung!).

Ein Pfad heisst bunt, falls alle seine Knoten verschiedene Farben
haben.

COLORFUL-PATH Problem. Gegeben (G,v), G = (V, E) ein

Graph und v: V — [k]|, stelle fest ob es einen bunten Pfad der
Lange kK — 1 (d.h. mit kK Knoten) in G gibt.



\Uvm DP .

Far veVud i, DPLVI[) = P:(v)=

(k)
iSe ( i*’l) l 3 ein m'lr \Y gcli&ru‘erbml-u‘ le{ Aer TRV emlc"g

Die Farbe von v Y(v) s} immeria SePilv) enthaltn
— VSell): yWed
PW)=§ r13Y
P/.(v)=[ia’(x), rW) [ xe M), pl> V'(v)g
Ibunke Pled mit k Knoken &= \L)v P l) x ¢
DP Rekuesion (Rickbersy aul Lisung kleierer Fille)

P(v)= |J {RU{(W)} IR € Pi1(x) und (v) & R}

xeN(v)

Ein lterabionsseitt der Gussecen Schlle.

(Quo.si Aie ;“h Spa“‘% Von DP(V][i) Leﬂedxnm)



Berechnung aller Pi(v), v € V, mit den P;_1(v), v € V, gegeben:

Bunt(G, i) G ein vy-gefarbter Graph
1: for all v € V do Vvel
2: P,-(v) < @
3 forall xc N(v) do ; degl)
4: for all R € P;_1(x) mit v(v) € R do .
5 Pi(v) < Pi(v)U{RU{y(v)}} '

Amlljg»’
Da P;—1(V)(=([?]) "’lﬁL \P‘“‘(v)‘é(?)

)

= o T desk)- () (%)
Ol )= ol

5 2n,

Regenbogen(G, 7) G Graph, v k-Farbung
1: for all v € V do Py(v) < {{7(v)}}
2: for i =1..k — 1 do Bunt(G, )
3: return |J, o Pk—1(v) # 0

k-4

0(M+ = (()4n) 1) = 02k,
> !

((k) 1% h) < Z (%) keme< Zklas)

o M’r

[

k <logn: Laufzeit O(mnlog n),

D.h. fur K — O(Iog n) - Laufzeit O(P0|Y(n))'



Zwrigk 2um Lonj— Path Problem .
Gibl es einen Plad e~ Lang Bin 6=(V,E).

Setze k := B + 1, farbe G zufillig mit k Farben, und suche einen
bunten Pfad mit k Knoten.

Welam,n wie on €5 exishert @rn lel P it k knoten.

Diee k Krotn Aes Plades komnen all kY verschicten
Acten mik k Forbe ﬂe'i}rlol“ werden.

Be: 'ﬁ-' o(-'csu- Fb'wlom&cn ’ hal chu- khoh’n et andenre
Fﬁr‘n&s

K, ok

PEr[-‘b 2 '<k

Per Ceomelrivle- thl'u'lun, . Geo(e'k), braccht paa im
E?‘wark«aswul' e" Vef‘iwd-e-

Angenommen G hat einen Pfad mit k Knoten.

Ein Versuch:
» Laufzeit O(2Kkm). PErfolg > e k.

AeX] Versuche:
» Laufzeit O(\(2e)*km).
» W'keit, dass der Algorithmus den Pfad nicht findet ist

= (1 — e_k)p\e” < (e_e_k)[/\e” < e A,



» Will man einen Pfad der Lange B tatsichlich finden (statt nur die
Existenz festzustellen), kann man den Algorithmus leicht adaptieren.

Man merkt sich dazu einfach zu jedem S € P;(v) einen genau mit S
gefarbten bunten Pfad (ug, v, ..., u;), ui = v.

» Das Problem wird einfach in gerichteten azyklischen Graphen: Man
gewichtet alle Kanten einfach mit -1 und berechnet kiirzeste Pfade
(siehe Algorithmen und Datenstruktur-Vorlesung im Herbst).
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Aufgabe 1 — Kleinster Umschliessender Ball

In

dieser Aufgabe sollen Sie den Algorithmus zum kleinsten umschliessenden Kreis auf den drei-

dimensionalen Fall iibertragen.

(a)

Zeigen Sie die dreidimensionale Variante des Sampling Lemma:
Sei P C R? eine Menge von n (nicht unbedingt verschiedenen) Punkten im dreidimensionalen
Raum, r € N, und sei R zufillig gleichverteilt aus (f ) Sei X die Anzahl Punkte von P, die

ausserhalb des kleinsten umschliessenden Balles B(R?) von R liegen. Dann ist E[X] < 47—

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der als Input eine Menge P C R3 von n Punkten im dreidi-
mensionalen Raum bekommt, und der in erwarteter Zeit O(nlogn) den kleinsten umschlies-
senden Ball B(P) von P bestimmt.

Sie brauchen dabei nicht genau die Datenstrukturen zu spezifizieren, die Sie verwenden. Insbe-

sondere diirfen Sie davon ausgehen, dass Sie fiir gegebene Zahlen dy, ..., d, € N in Zeit O(n)
einen Index 4 mit Wahrscheinlichkeit proportional zu d; ziehen kénnen, also mit Pr[i] = %

wobei D = Y"1 | d; ist.

Hinweis: Sei P C R? eine Menge von n (nicht unbedingt verschiedenen) Punkten im dreidimensio-
nalen Raum. Sie diirfen fiir die Aufgabe die folgenden Fakten ohne weitere Begriindung verwenden.

1. B(P) ist eindeutig bestimmt.
2. Ist Q C P, so ist Vol(B(Q)) < Vol(B(P)).

3. Fiir jede endliche Menge @Q C R3 gibt es eine Teilmenge Q' C @ mit |Q’| < 4 sodass
B(Q') = B(Q).

Insbesondere kann essential(p, Q) = 1 nur fiir héchstens vier Punkte p € @Q erfiillt sein.

Hinweis zu (a): Gehen Sie wie im Beweis von Lemma 3.28 vor. Benutzen Sie dafiir insbesondere
die Grossen

1 falls p ¢ B(R)

0 sonst

1 falls B(Q\ {p}) # B(Q)

0 sonst.

out(p, R) := { und  essential(p, Q) := {



Losung zu Aufgabe 1 — Kleinster Umschliessender Ball

(a) Proof. Fiir den Beweis definieren wir uns zwei Hilfsfunktionen. Fiir alle p € P, R,Q C P sei

1 fallsp ¢ B(R)
0 sonst

L falls B(Q\ {p}) # B(Q)

0 sonst.

out(p, R) = { und  essential(p, Q) = {

Man beachte, dass }  p\ r out(p, ) die Anzahl der Punkte ausserhalb von B(R) ist.

Leicht iiberzeugt man sich davon, dass beide Funktionen fiir alle p € P \ R in folgender
Beziehung stehen.

out(p, R)=1 <= essential(p, RU{p}) = 1.

Da essential(p, Q) = 1 nur fiir hochstens vier Punkte p € @ erfiillt sein kann, erhalten wir
fiir die Anzahl X der Punkte ausserhalb von B(R):

X]:% Z Z out(s, R)
() Re(T) s€P\R

Z Z essential(s, RU {s})

(”'> RE(P) seP\R

() Z Zessentzal P, Q)

Qe(,.F,)peQ
<4
(:1) n—r
<— 4 = =
0, T T

O

(b) Die Idee des Algorithmus ist auch hier eine kleine Menge an Punkten zufillig auszuwéhlen
und zu testen, ob dessen kleinste umschliessende Kugel die ganze Punktemenge P enthélt.
Falls dies nicht der Fall ist, verdoppelt man alle Punkte ausserhalb der Kugel und wiederholt
diesen Schritt.

Fiir eine endliche Punktemenge P C R? ergibt dies folgenden Algorithmus:

Algorithm 1 UMSCHLIESSENDER_BALL_ALGORITHMUS(P)

1: repeat forever

2 wéhle R C P mit |R| = 21 zufllig und gleichverteilt
3 bestimme B(R)

4: if P C B(R) then

5: return B(R)

6 verdoppele alle Punkte von P ausserhalb von B(R)

Die Korrektheit des Algorithmus ist nach Konstruktion klar. Wir zeigen nun dass dieser
Algorithmus eine erwartete Laufzeit von O(nlog(n)) hat.

Bei einem einzelnen Durchlauf der Wiederholungsschlaufe miissen wir ein zufilliges R auswéhlen.
Anstatt die Punkte wirklich zu verdoppeln kénnen wir wie im Skript bei jedem Punkt ¢ € P
einen Index d; hinzufiigen, der besagt, wieviele Kopien dieses Punktes vorhanden sind. Dann
konnen wir in Zeit O(n) einen Punkt ¢ € P mit Wahrscheinlichkeit d;/ ", p d; ziehen. Die
eindeutige kleinste umschliessende Kugel wird in O(1) berechnet, da wir nur 21 Punkte be-
trachten. Um zu iiberpriifen ob P C B(R)gilt, durchlaufen wir alle Punkte ¢ € P und testen,



ob i € B(R). Dies braucht ebenfalls Zeit O(n). Das verdoppeln der Indizes der Punkte aus-
serhalb von B(R) braucht Zeit O(1) fiir jeden Punkt in P \ B(R). Insgesamt brauchen wir
folglich Zeit O(n) fiir jede Iteration des Algorithmus.

Analog zum zweidimensionalen Fall definieren wir nun die Zufallsvariable T" als die Anzahl
Iterationen des Algorithmus. Des weiteren sei X}, gleich der Anzahl Punkte nach k Itera-
tionen. Da wir in der k-ten Iteration zufillig eine gleichverteilt zufillige Menge R von 21
Punkten aus einer Menge von Xj_; Punkten auswihlen, folgt aus Aufgabe (a), dass in Er-
wartung weniger als %Xk,l Punkte ausserhalb von B(R) liegen. Somit erwarten wir, dass

X}, kleiner als (1 + %)X k—1 ist. Dies gibt uns eine obere Schranke fiir den Erwartungswert
E[X%].

EXy] = Y E[Xp|Xp1=1] Pr[Xs1 =1

t>n

< Y+ i)t Pr[Xp_1 =]

= 22
t>n

= (1+3) >t Pr[Xp_y =t

= 11 T k—1 =

t>n
= (4 2) E[Xe]
- 11 k—1]-
Und per Induktion mit Xo = n gilt E[X;] < (14 &)F - n.

Wir benutzen nun, dass es 4 Punkte in P gibt, welche die kleinste umschliessende Kugel
eindeutig bestimmen. Nennen wir die Menge dieser Punkte Q, somit gilt B(P) = B(Qo).
Wihlt unser Algorithmus eine Menge @ sodass dessen kleinste umschliessende Kugel B(Q)
die Menge @y umschliesst, so ist B(Q) mindestens so gross wie B(Qg). Gleichzeitig gilt
aber, dass B(Q) kleiner oder gleich B(P) ist, da @ eine Teilmenge von P ist. Deshalb, da
die kleinste umschliessende Kugel eindeutig bestimmt ist, gilt B(Q) = B(Qo) = B(P) und
der Algorithmus terminiert.

Entsprechend muss in jeder Runde, in denen der Algorithmus nicht terminiert, mindestens
einer der 4 Punkte von Qg ausserhalb von B(Q) liegen und wird in dieser Runde verdoppelt.
Falls der Algorithmus lénger als & Runden lauft, gibt es somit mindestens einen Punkt der
k/4 viele Runden ausserhalb der Kugel war und verdoppelt wurde. Also gibt es mindestens
2k/4 Kopien von diesem Punkt. Das bedeutet aber, dass der Erwartungswert von Xj, der
Gesamtanzahl Punkten nach k& Runden, mindestens 2%/ ist, falls der Algorithmus nach
k Iterationen noch nicht terminiert hat. Somit erhalten wir eine untere Schranke fiir den
Erwartungswert E[X}].

E[X)] = E[X) | T > k] -Pr[T > k] + E[X}, | T < k] -Pr[T < k] > 2%/ . Pr[T > k).
——— ————
> 2k/4 >0

Zusammen mit der obere Schranke an E[X], welche wir oben hergeleitet haben, erhalten wir
nun eine Abschétzung fiir Pr[T" > kJ:

2 Pr[T > k] <E[Xi] < (1+ %)’“ -n

- ﬁﬁ>m<“+ﬁﬁ”<<u+ﬁ

.
ok/1 o1/4 ) -1 < (0.994)% - n

Und dieser Wert fillt exponentiell mit k.
Die erwartete Anzahl Runden l&sst sich jetzt gegen oben beschrinken. Dafiir benutzen wir



Pr[T > k] < min{1,0.994kn} und ko := [—logg g94 ]

E[T] =Y Pr[T > k|
E>1

k
< ZO: 1+ > 0.994%n

k=1 k>ko

ko

=) "1+ 09945 k0 . 0.994k0p,
k=1 k>ko <1
—— =
=ko

=ko+ Y 0.994"
k'>1
< [166.166 - log(n)] + 166.667 = O(log(n)).

Da wir in jeder Iteration des Algorithmus O(n) viele Operationen brauchen, haben wir
hiermit gezeigt, dass der Algorithmus eine erwartete Laufzeit von O(nlog(n)) hat.



